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l.et H he a Hilbert space, ]et(2(/?) dénoté the set of ail closed doiisely defined linear operators 
on II and let t(Il) dénoté the set of ail bounded éléments ofG(//), If-4, ^^£(77), sot: iff 

^ is compact. Then is an équivalence relation on £(7/) and inany results hâve been stated 
and proved malclng use of this équivalence relation {e.g. correction of speotra by compact per¬ 
turbations, Caljcin algebras. . . etc ...). The aim of the présent paper is to show that it ts possible 
to extend to the wholo ofS(^) In su ch a way that (after suitahle modifications) niost of tho 
results referred to above on ^{H) are still tnie on 


§ 0. Introduction 


Soit //un espace de Hilbert sur (,\ Notons (2(//) T espace des opérateurs linéaires 
A, de domaine D(A) dense dans H, d’image 1{{A) contenue dans H et de graphe 
G(A) fermé dans Hx//. Notons £(//) l’ensemble des éléments bornés de S(//) et 
5C(H) l’ensemble des éléments compacts de Si notons iV(.4) son 

noyau et 7^’’(^}-Lrorthogonal de Alors c(^), la conorme de est définie par: 


c{A)= inf 

î4€ÛM)nA'(A) L 


l\Au[, 

i:^ii 


Proposition U.l (cf [6J). Si A é S(//) alors : 

It{A) fermée o o(.d)>-0 . 

Si A^ est Vadjoint de A c(A*') = c(A): 

Définition 0.1 Aç,Q{H) est dit « de Fredholm » (noté A €^(//)) : 

a) Jî(.^4) est fermée 

b) dim N{A)^<x>; codim I{{A)<c^ 

Alors l’indice de A est défini par 

X{A)-àim ^^*(.4) —codim i?{4) . 
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Proposition 0.2 (ef [6]). St AeS'(B) alors: 

z(A^) = -x(^)- 

Définition 0.2 Si AiS(ff) posons: 

ee{A) = {X^C \A-U€S^{H)} 

aM) = (^\Qe{A) . 

oe{A) et at(A) sont appelés respectivement Tensemble résolvant essentiel et le 
speotro essentiel de A . 

Theorcme 0.1. {cf [2]) V^€£(i/)na?(ff)35>ü td que ViJ€£(//) M — 

et x.{B) = x[A). Ce résultat a été généralisé successivement dans [10] 

et [16], 

Corollaire 0.1 x {A-U) est constant sur chaque composante connexe de !?«(^). 
Avant d’énoncer le théorème 0.1 sous sa forme la plus f^énérale, il faut introduire 
une métrique g sur S(//). 

Définition 0.3 (cf [9]}. Soit A, et notons Pq^a) (resp. Petit)) la pro¬ 

jection orthogonale dans U y. II. sur G(A) (res]). sur (i(B)'). Alors posons; 

ô{A, B) = \\{I - Poiis)) Pc(.H)li 

g(A, B)=\\PGiA'}-P g{B)'. ■ 

Proposition 0.3 [cf [8], [ 12 ], [14]). Si A. Bi<2.{iî) on a: 

(ü.l) à{A,B)=t)[B*,A*) 

(0.2) ! 7 (^. P) = max {à{A. B), h(B, A)) = g{A’\ B*) . 

Proposition 0.4. (c/[4], [12]) 

(0.3) Si A^e{H), alors g[A.AAT)^\\T\\ 

Si A^f.{H), BiQ{H) avec P)<1/}'1+1^||2 
(0.4) alors: B€t(IJ) et |l^-P|l^j/'l+ ||^IP Vl+::Pr2P) • 

Theoreine 0.2 {cf [i]) (Premier théorème de stabilité). \/AÇ.§(H) 'iB^S{H) 

g(A,B)^- et xiS) = x(A) . 

\'i+d{A) 

Un autre type de stabilité pour S^(H) a été établi dans [2] : 

Tlieoreine 0.3. V^€£(P)n^(P); 'iKÇ.SC(H) 

B = A+Ke^{Il) et xi^)=Xi^)' 

Ce résultat a été généralisé dans [16] et peut également s’énoncer sous la forme 
éiiuivalente; 

Theoreine 0.4 'iAÇ.t(H)r\^{H) \/BÇ.S.(H) 

A-BmiI)=>B^&{B) d x(B) = xi^)' 
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C'est sous cette forme que nous nous proposons d’étendre à Q-{H) ce deuxième 
théorème de stabilité. 

Dans ce but nous ra})pelon8 au § I un certain nombre de définitions et de 
résultats déjà connus. Au § 2 nous donnons les démonstrations de propositions 
tirées pour la plupart de [15]. Au § 3 on trouvera les résultats permettant de 
donner la définition d’équivalence compacte forte et de démontrer le deuxième 
théorème de stabilité sur S(//) (théorème 3.1). Enfin au §4 nous énonçons la 
généralisation à Q{H) d'un des résultats de [3] sur les opérateurs essentiellement 
normaux de £(//), dont la démonstration est dans [15], En outre on trouvera dans 
ce paragraphe l’annonce d’autres résultats dont la démonstration fera l’objet d’un 
travail ultérieur à paraître. 




Quelques résultats auxiliaires 


Proposition l.l (c/ [4], [17]). Soii A^Q{H). Alors Ra = {1-\-A^A)^^ est un 
opérateur symétrique positif dont Vimage est dense et égaie à I)(A^Â). En outre: 

(1.1) A*A.Ha = I- Ea 

et si u^D(A) on a 

( 1 . 2 ) R*Au = Al{An . 

On en déduit que: 

(1.3) (ARa)^=A^R^. 


et que 


~2 “ "" 


+ \\ARaii\? — — 


(1.4) 


d’où\\RA\\^\-,\\ARA\\s 


“0- 


Propositiou 1.2 (c/ [4], [12]). Soit 8 a = ^Ra- Id racine carrée symétrique et posi¬ 
tive de Ra- Alors R{Sa)=I>{A) et si u^D(A) on a Sa»Au = ASaU. 

On en déduit comme précédemment que: 

(t.5) 
et que 

(1.0) v«€// ||5.4H.||2 + ||.45'xM|P = |iM||2 

(1.7) (rf’où IIS^II si ; II^S^Il^l) . 

Proposition 1.3 (c/ [19], [4]). Si AÇiQ(H) on a: 


„ IRa A*RaA TJ U 


Proposition 1.4 Si A, on a; 


(I-PG(B))PGiA) = 


‘Sb B*SbA( 0 A*Sa. 

BSb ~Sb. I\BSbSa-Ss.ASa oI\aSa -Sa- , 

Démonstration. Simple vérification en utilisant (1.1), (1.2) et (1.6). 
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De même il est facile de vérifier que si 
fini sur HX fl est unitaire et symétrique. 

Corollaire 1.1. (cf [ 12 ]). Si A, on a: 


ropérateur 

\ 1 




(1-8) à(A,£}=\\BSBSA-S^.ASA]\ 

(ï'9) 9{A, 

Proposition 1.5 ilee(fl). T.nBu alors {S,u, AS^u + TS^u^ 

1 H" - — On a: 

4 


€ér {A + T] et si on pose ^ = -—1^ + 

2 


a) IWI Sp ll{'S.4M, (A + T)Sau}\\ 

b) \\(I — Pqi^b+t)) Pg{a +t) (A + 

Démonstration. 


T) Sau}\\^(j'\{BSbSa~Sb.ASa) u\\ (1.9), 


a) llMlP-(|54Mlj2 + P^,’4Î4]|2 = ||^^y|j2 + |..(^ ^ 

S||lS^M||3 + ||(^ + r)5.4M||2 + ||r5^I,||2 + 2l|(.4 + 7’)5.4«|l|j7’,S'^«!|. 

Si «Çiî-' on obtient: 


S(l + 


+ “li'î’iP) li*'4«i|2+11+ !|(.4 + T) SAuf . 


En choissant a te) que 1 +\\T]\^ + aùTu^ = -\ 
liril.d’où 


on tnmve a “ 



{WSau^^MU + D ||(.s,u, + T) 6’Wll^ 

b) ll(/-Pc(fi+î.,) Pau+T) {Sau, {A-k-T) 

m{SAU, (A + T) SAu}-{SnV, (B+T) Â>}|| que] que soit î:. 

Si, en particulier, on prend v = SbSaU +B*Ss.ASaU on trouve: 


^'^bv-(I^Bb)SaU-SbB^S,.ASau = BKS,, {BSbSa-S^.ASa)u 
^Sau-BSbV^ASau-BBbSaU-{I~R„) ASau 


— Sq^ (f^f>BSA — 8g^ASA) U . 

Donc, en posant ^^{BSsSa-S^.ASa)u. 


\\(^~Po(B+T)) Pguat)) {SaK (A + T) SAujlI^sllS^u-SBVll^ 

+ IIASaU-BSbv+T (Sau~Sbv)II2 

et en procédant comme plus haut 

ll(I-Po(a+T)) Pg(a+t> {Sau, (A + T) SauJH 
=e^ (IIB*Ss,wii2+iiSb.wII^)= e2||M.||2. 

Corollaire 1.2 Soit^, B^e(B), alors 

<^(A + T,B+T)s92ô(A, B). 
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Démonstration. Soit xJi. Alors il existe un unique uÇ. H tel que 

Pg (A +T) {/. g} = {SyiU, (A + T) S au} 
et 

\\{SaU, {A + T) Sau}\\^\\Pg(a^t) {A grlll^ll/, g}\\ . 

Donc 

||(/-P6'(B + r)),Pü(4+2') {/, ÿ}|| Sq \HBSbSa-'Sb>ASa) u\\ 

^<jà(A,B) [|{/, g]\[, 

d’où le corollaire. 

Corollaire 1.3. Soit A, Bie(H), T^t{H)-, alors 
g(A + T. B+T) ^o‘g(A. B) . 

Démonstration. Conséquence immédiate du corollaire précédent et de (1.9). 


§ 2. L’Equivalence compacte faible 


Définition 2.1 Soit PçS(P'). Nous dirons que ^ et S sont faiblement compaet- 
équivalents (et nous écrivons A-^B)si Pg(a)-Po(B) est un opérateur compact 
sur IIxB. 

Remarque 2.1 ~ est une relation d’équivalence sur Q-{H). 

Remarque 2.2. La j»rnposition 1.3 montre que ^ 

Proposition 2.1 (c/. [15]). Soit A, B^e(H)\alor8 

A . 


Démonstration. Sur PxP notons J Z’opérateur 
on vérifie facilement que: 



$£ {Hy.H). Alors 


-^GW*) —— Pg{A)) J* ■ 

Remarque 2.3. En vertu de la proposition 1.4 il est facile de constater que; 


( 2 . 1 ) 


car 


A ~ P-sj- 


\ASASB-8j^.BSB^Si{H) 

\BSB8A-SB.ASAÇ.Si{H) 


Pg(.a) - Pam = {I-PciB)) P GU) - PoiB) {/ - Pgu)) 

=-{^ — PaiB)) Pgu)~[(I — Pgu)) -Pgcs)]* 
Proposition 2.2 (c/. [15]). Soit A, Bç£(H) ; alors 

Démonstration 


B^t(H)^BSBSA-SB,ASA = SB. [A-B) . 

Par symétrie entre A et BASaSb-Sa B8B^Si{H) et la proposition découle 
de (2.1). 
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Définition 2.2. Soit A, Tç^eili) tels que: 

D{T)^D{A); T8a^S{(H). 
îvous dirons alors que T est ^-compact. 

Remarque 2.4. Il est facile de voir (cf [15]) que cette définition de l’^-compacité 
^ ‘ionf’ée dans [8]. En particulier il en découle que si A 
B e e(H) et A-Bent A -compact, alors DiA ) = D{B] et A~ B est il-eompact, 

Proposition 2.3 {cf. [15]). Soit A. B^e{H) ; alors: 

A — B est A‘Conipact =>A ~ B . 


Démonstration. Identique à celle de la proposition i)récédente. 

Remarque 2.Ô. L’équivalence compacte faible généralise strictement les relations 
d équivalences induites par les deux typas de «différence compacte» que nous 
venons de considérer. En effet, si et si {e„} dénoté la base canonique de H 
Vo^om: VnÇ.X : Acin^n'^ezn-. 


Ac 2 n+i = in-{’ 1 ) e 2 n+i {donc A ^ A*) 


= et B = A + T. Alors TS^ est compact 
(donc r est A-coinpact) et A^-.B. Par conséquent et cetiendant 

comme il est facile de le vérifier. B*-A* n’est pas A* compact. 

Proposition 2.4 (cf. [15]). Soit A, B^e(H] VAçC A-^B^XA -^XB. 


Démonstration. On ^ = S-.^.S^,. 

= BaASi^,Au = XSi^,S^,Au = XSj^.ASaU. Comme 
déduit que XAS,A = XSf^\Si^.ASA. Donc 


Donc si uÇ.D(A) = 

D{A) est dense dans //. on en 


— S^^.XBSxb = 


A* 




ASa.SbS^ Sxti — XS^^\Sl^,S^.BSBSsB^s 
(ASaSb-S^.BSb) Sl^SxB 


est compact. En utilisant la symétrie des hypothèses en ^ et B on conclut la 
démonstration de la proposition. 


Proposition 2.6 (cf. [15]). Soit A^t(H), B^iB(Hy. alors A^B^B^^H) et 
A^ B ^5C{H). 

Démonstration. etcomme^e£(//)B^.(^- 

B) SB^S({Ii}. Comme S^} est borné on en déduit de (^ - B) donc 

A~B est B-compact d’où B(B} = D(^) = B. Donc Ba{Ii) et par conséquent 

est borne, d’où ^-Bç5f(B). ® 


Proposition 2.6 (cf. [15]). SoitA^^{H), Bë<2(//): alors A ^B^B^§(H). 
Démonstration . Montrons d’abord que : 




Bc(a]) {u, 0}[[s 


c(A) 

Kl +c^(A) 



( 2 . 2 ) 
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En effet ; 

[|(/-Pg(4>) K 0}||2^||{(/-P4) ti^-ARAu}\\^ = \\(I~EA)u\\^ + \\ARAu\\^ = \\A8A^^^^ 
Otu±N(A)^Sau1N{A) d’oùlj^5^iij|2ëc2(^)||5AW||2 = c2(4}||w|12^c2{4)|^ 
d'où on déduit (2.2). 

Montrons maintenant que dira Soit {iin} une suite bornée dans 

N(B)nN{A)^. Alors: 

{I-Pg(A)) 0} = (Pg(B)-P(?u)) {Ufty 0} et comme Pg{B)- Pg(A) est compact 

il existe une sous-suite - notée encore {w»} sans perte de généralité - telle que 
(I — Pg{A)) {w«, 0} soit convergente, ce qui avec (2.2) entraîne que {w»} est con¬ 
vergente et par conséquent que dira N{B)r\N{A)'^ Comme par hypothèse 
dim N(A)^c> 9 on trouve bien que dim 

Montrons maintenant que P(fi) est fermé- Pour celà, comme dim(xV(A)-f- 
+ iV{P)) •<cp il suffit de montrer que la restriction de B à a une 

image fermée. 

Soit donc (w«} g{A'^(A) H“i\^(P))- fl D{B) telle que {B^ln] -^/* Suxïposons que {un} 
ne soit pas bornée : alors il existe une sous-suite — notée encore {un} sans perte 
de généralité - tell© que ||wb|1î». En outre: 


(2.3) {I-PoiA)) {Un, 0} = (Pg(S)-PgU)) {Un> —{/-Pg<4)) {O, B%}. 

En divisant par \\un\\ ©t en tenant compte du fait que {w»/||i^»||, BttnIWunW} est bornée 
on déduit qu'il existe une aous-suito — notée encore sans perte de généralité — 
telle que (Pg(B) — Pg(A)) {^IW'^nWf B‘^nl\\'i^\\} converge quand nDonc (/ — 
— Pgu)) {w»/|lw»||, 0} converge et par conséquent en vertu de (2.2), {w«/||i^||} 
converge vers w, {BWtt/l|î^»||) converge vers Od’où Bu — 0 et comme u -L N(B), u^O 
contradiction avec ||wl| = l. Donc {Uu) bornée et à partir de (2.3) on déduit 
encore qu’il existe une sou s-suite — notée encore {wn} sans perte de généralité — 
telle que {Pg(B) — Pg(A)) {un? Bun] soit convergente et par conséquent telle que 
{I — Pqia)) {Wfl, 0} soit convergente d’où finalement {un} converge vers u et f = Bu 
ce qui complète la démonstration de la proposition. 


Proposition 2.7 (c/. [15]). Soit A, BéS(B'); alors 


(2.4) 

(2.5) 

( 2 . 6 ) 


A 




/ + I-hBA*. /-hPM, 1+AB*^^(H) 

X{I^A*B)=xi^'^BA*)=-Xi^+^*A)=-x{^^AB*) . 


Démonstration. A-^B=>Pg(. 4) — P(?(S) compact =>i-pGU)-hP<?(fi)€l^ {Hx 
XH)^B (I — Pg{a)-^P o{B)) fermée, et en utilisant le corollaire 3 de [5] on en 
déduit queO(A)-L +(t(P) est fermé. On voit de même que I - Pcm + Po{A) {H X 
XH) et on en déduit que G(^)-LriG(P)^iV' (/-Pg(B) + Pg(^)) est de dimension 
finie. Or {u, v}^G(À)^r\G{B) =>uÇD(B), v^Bu^D{A*), A*u=—u, d’où: (/-h 
+ A*B) u = 0 et (/-i-P-4*) tJ = 0. Inversement uÇN (I-\‘A^B]:s>‘V = BuÇN {1+ 
+ B A*) et, {«, v}iG{A)^nO{B). Donc 

(2.7) dimif (i + A*B)=dimi^ (i + BA*)=dim(?(A)in(?(5)«« 

7 Math. Kaohr., Bd. ISS 
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Par symétrie des hypothèses on ^ et iJ on trouve de même: 

(2.8) dim (/+5M)=dimiV {i' + ^£*)=dim G(^)00(5)1 

Soit maintenant /li^(7 + 5*^). Alors {/. 0} 10{A)00(5)1 d’où (cf. [14] 
Chap. 1) {/, 0)€O(A)l+G(5). Donc: 

3uÇ.D(B), 3vÇ.D{A*) tels que f = A'*v + u\0=-v + Bu 

ou encore u^D(A*B) et f = (I + A*B)u, ce qui montre que A’’(/ + 5M)ig 
^5 (l-\-A*B) et comme l’inclusion contraire est évident on a; 

(2.9) 5 (1 + A*B)=N (7+5M)i 

d’où 5 {I-\-A*B) est fermée, 
l’ar symétrie en A et 5 on trouve aussi : 

(2.10) R {l^B*A) = N (/ + A*5)l est fermée. 

On en déduit (cf. [14], Prop. 2.2.3) que 7 +A»5 et/ + 5*A sont des opérateurs 
fermés. 

Montrons maintenant que D (I + A*B) est dense dans 77. Soit u^H tel que 
'iw'zB (I-\-A*B) {u, w) = 0. Alors m 1 A' (7 + ^*5) et 3v tel que u = (I + B*A)v 
D’où: 

Vw^D (7 + A*5) {u, v) = ((I + B*A) v. v>)^{v. {I + A*B) w) = 0 

Donc v±R(I+A*B)=>v5N (l + B*A)=>u = (}. On voit donc que7 + A*5 
I+B*A^S^iH). 

En outre 

N ({I + A*B)*) = E (7 + ^»5)i =N {I + B*A] 

5((7 + A*5)*) = A’(7 + A*5)i = 5(7 + 5M) . 

Comme évidemment (7 + 5M)g(7 + A*5)* on voit qu’on a en fait 7+ B*A = 
= (I + A*B)*. 

Soit enfin 77(74-^5*). Alors{o. g} lGiA)nO(B)l et en procédant comme 
nous venons de le faire nous en déduisons (jue 

7 + A5», 7 + 5A»6S^(5) 

et que 

(I + AB*)* = I + BA* 

Le reste de la proposition se déduit de (2.7), (2.8), (2.9) et (2.10). 

Remarque 2.6. Soit A, Bç(3(H); alors: 

ff(4, 5)<1=>(2.4), (2.5) et (2.6) avec ;t; (1 + A*5) = 0 . En effet ÿ(A, 5 )<1 => 
=>G'(A)n(?(5)i =G(A)l n<?(5) = { 0 } et G(^)i +(?(5) =G'(A) + G(5)1 =5. Donc en 
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particulier 

dim xV (i + ^*S)=dim N (/ + £^*)=dim N {1 + AB*) 

= dimN (1 + B*A) = 0 
Remarque 2.7. Soit A, Bç.Q(H)\ alors: 

A~B est ^-compact s>(2.4), (2.5) et (2.6) avec x(^ + Â.*B) = Q. En effet, 
l’hypothèse entraîne .4 ~ ü, d’où (2.4), (2.5) et (2.6). En outre/ = (/ +.4.4*) E^.= 
= Ra. + ASaA*S^. = IÎ^. + (A-B) SaA*8^. + BSaA*Sa. = (A-B) 8aA*S^,^ 
+ {I+BA*) R^.. noncxUl^RA*) R^.)=x(I) = {i. Comme Ra\^§(H) 

+ Ra-R-a;.)=x{{I + BA^) R^.) + X{Ra\) 

= 0 + 0=0 

en utilisant le théorème 2.1 de [4], 

Remarque 2,8. Soit Ae^(H), B^e{Il); alors 

Ar^B^X (!+A^B)=x(B)~x{A) . 

En effet d’où \fXU\ ^^*0, A^, Ba^S^(H] et A/X^B/X et par 

conséquent \X\2 + A*Bi§:(H). Comme A*Bç^H), et en vertu du théorème 0.2 
du corollaire 1.3 et de (0.3) on voit que 

X{-1 + A*B)=x(A*B) = x{B)-x(A) . 


§ 3. L’Equivalence compacte îorte 

Proposition 3.1. Soit A, B^QiH), T€t(H); alors 

(3.1) A-^B^^A + T'^B + T. 

Démonstration. Soit {/«,?«} une suite bornée dans//x^f. Avec les notations 
de la proposition 1.5, il existe pour chaque n un unique tel que {Sau^, (A + 
+ 'R) 8AUn} = Pg{a+t) {ji%< Qn)j a,vec I|m»|1 Donc {«„} est une suite 

bornée dans H. D’après la remarque 2.3. B8bSa-Ss.ASa est compact. Il existe 
donc une sous-suite — notée encore {«„} sans perte de généralité — telle que 
{(BS bS A- 8^, AS a) Un) soit une suite de Cauchy et donc, en utilisant (1,9) 

{1-Pg{B+T)) Pg{A+T) {/», Çn) 

est également une suite de Cauchy. Par conséquent {I-PciB+x)) Pgu+t) est 
compact et en utilisant la symétrie des hypothèses en A et £ et de nouveau la 
remarque 2.3. la proposition est démontrée. 

Corollaire 3.1. Soit^, alors: 

(3.2) A'^B^'iXç,CA—XI‘-^B—X[ d^où A'^B^qAA) = q^{B) . 

Proposition 3.2. 8oU A, BÇ.e(H),A^B\ alors W(A; B) = I^Ea-BB + 2 RxiIt^ 
est un opérateur inversible de £(tf). 

7 * 
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Démonstration. 

1-Ka-Rb + 2RARB = I-2liA (I-Ba) + Ra- Rb-2Ba {B a - Bb) 

= I^2A*Ra*ARa + (I-‘^Ra) (Ba-Rb) ■ 

En vertu de (1.4) I-2A-Ba^ARa^I / est inversible, donc de Fredholm et 

d’après la remarque 2.2 E.-fis (et par 
compact. Alors le théorème O.J entraîne que IF(^; fi)€ff(H)rig(/D et ;<(. ( , 

B)) = 0. 

Soit maintenant w€A’( ; iJ)). Alors: 

{I-Bb)u = B*BRbU = Ra (I-2Rb) uiD(A*A] . 


Donc 

d^où 

Donc 

puisque 

Donc 


A’^AB^BRbu = {I-Ra) {I-2Rb) u=W(â-,B) u-Rbu^-Bbu 
RBU^}i{i + A*AB^B) et A*AB^BRBy>^B>{B) 
ii = B{l^A*AB*B) Kg>i = {l+BA*{BA*r) BRg^ 
A-^B^BA*^<2{H) et (BA’>)* = AB* 


BRi^a^ {i + BA*(BA*)*) = {Q) 

=>«bm = 0^« = 0 d’où A'(Tt^(.4; £)) = {0} . 

Comme x( HV ; ^)) = «. «( i 5))=-^ proposition est démontrée. 

Remarque 3.1. A partir de la proposition 1.3 on voit que 1F(A; B) est une 
application continue de Q{il) X dans tiH). 

Proposition 3.3. Boit A, B^e{H) ; alors 
(3 3 ) = B))-^A*RA^ . 

De».o„stration.V.efl.l*Ji.x.»eD(.4B*S)Sfl(iî*-B)-üonci?i, 

existe et 

(2B,4-/) + B~b-^*Rba‘^ 

= (2BA^I^I-RA)A^R^A-^HI-RtB^BA^RBA‘'^ 

= A*Ra>Rba‘^ + A* B A- {I - Bba‘) ^ = A*BaM 

= Bb + I-Ba] B''bA*Bba''>^ 

ou encore A-Ra.u^ ; B) R-^A^Bba^u ce qui entraîne le résultat annoncé, 
CoroUaire 3.1. Soit A. B€e(H); alors 
(3.4) .4~BH1 A*A'b.i.1Fs11(W^(A;B))-i:i • 
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Démonstration. Soit uÇ.D(A). Alors 

A*Rba.Au = Rb{W(A-,B))-^ d-RX} u = A*Ssa.8sa-Au 

Donc 

\\Sba-Au\\^ S||tt|| Il Rsi W{A ; B)) -i (1 - Ra) u ![ 

Or 

Ssa‘Au^(A*8sa>)*u 

Donc 

{W(A-, B))-1 II . 

Proposition 3.4. Soit A, B. C, Dçe{H) Uîs que DC*, BA* existent dans €(11) 
avec {DC*}* = CD* et (BA*)* = AB*-, alors: 

\iu^v^H: [(BA*Sj,a^Sj,c.-S^s‘DC*Sj,c-) % v) 

(3.5) ^{{A*S^.Sc.~8aG*Sc.) S^ÎS^^.u, Sâ^B*S^.v) 

+ ((BSbSo-Ss.DSü} S^^C*Sdc,u, SsiSjg.v) . 

Démonstration. 

({BA*S^^.SBç-, — S^^tDG* S^c*) tï) 

= (Sj^c‘U. AB*S^B''»)-iI)G*SBc>u, 

= (SoaM, AS A ■ S2^B*SAB‘V)-(DSn8^^G*Soc•^i, Sab’v) 

= {A*8A.S,yc-u, Sa^B*Sas.v)-{SaC*SbcM. S2^B*Sab‘V) 

+ {Si^C*SBc'U, SDB*SAB.V)-{Sa^C*SBC‘U, D*Sb.Sab'V) 

= ({A*SA.S^,-SAC*Sa.) ScISbc-u, S2^B*Sab*v) 

+ (SÿC*Soc*u, {SoB*Ss. - D*Sb*Sb.) Sÿ,SAB.v} 
d’où on déduit (3.5). 

Proposition 3.6. Soit A, B, C, D^€(H); alors: 

(3.6) A^B, G'^D^ôiDC*, BA*) 

smax {Ô(A, C), à(D, B)) (l+||(r(A ; B))-i||+|1( (^(C; D))-ii)). 

Démonstration. En prenant t> = (£A*A^B^.S'^c*-'SjB.DC*<S;jc*)î4dans (3.5) 

on trouve: 

\M\^^ô(C*, A*) 

+ d(D, B) 

smax {Ô{A, C), Ô(D. B)} (||5bc.«IP + 2||D*Sdc-m||2 

1 _1 
+ |1DC*5bc‘«IP)* {|i«.4fi.f|P + 2||iJ«;S^B.l-||2 + ||A£*5^5.V||2)2 . 

En utilisant (1.6) et le corollaire 3.1 

1 

IMMmax {é{Ay C), ô{D, B)} {\\u\\^ + 2\\(W{C; D))-^ ||w||2)2 
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ou encore: ||r||Mmax {<5U, C),Ô(D,B)} (1+||(m^ ; i?))-i||+ |[(If(C; i))-i|[) [[«H 
d’où se déduit la proiJosition car W{A ; .S) =( A))*. 

Corollaire 3.2. Soit A, B, C, D^<2.{H)-. alors 

(3.7) A~^B, C~X)=>ÿ(5^*, Z)C*) smax {g(A, C). g(B. D)} 

(H-||(lf(^; B))-i||+||(tr{C; Z)))-i||) . 

Corollaire 3.3. Soit A, B^€-(H); alors 

(3.8) A~B=^g(BA*, (B-XI) {A*~U))s\X\ (i + ||(ïr{^; 5))-i|| 

+ ||{lF(^-A7;B-A/))-i||). 

Démonstration. En prenant C = ^-A/; D = dans (3.7) et en utili- 

sant (0.3). 

Proposition 3.6. Soit A, Bç_e{H)\ alors 

1 ^X^q,{A)=q,(B) x{B-ÂI)=x(A-XI)-\-x(^ + BA*) . 
Démonstration. Soit XqÇ,C- Alors la remarque 3.1 et(3.8) entraînent que si 

8 > 0 il existe un ^>0 tel que jA-Aol-c(5=-|j(IF{A-A7; fi-/7))-^ ! s2 ,|{H^(A-/o7; 
£ —Ao7)) ^1'et ÿ((jS — Ao7) (A* — Ao7), (TJ —>,7) (./4* — 77)) En utilisant mainte¬ 
nant le corollaire 1.3 et en posant y = c (7-H(TJ-A97) (A*-Ao7))>0 on voit qu’il 
existe «5>-0 tel que: 

|A-A(,j<^=^Êr {(7-h(7î-Ao7) (A*-7o7)), (7-|-(TJ-A7) (A*-771)) 

-|-y2 

d’où en vertu du théorème 0.2 on déduit que y {lA[B-U) (A*-XI)) est locale¬ 
ment constant sur C et donc constant (et par conséquent égal à (1 +BA*)), 

En outre si Aç^e(A) =^e{.B) et en utilisant la remarque 2.8 on trouve; 

-Z {A-XJ) + x {B-XI)=x {{B-Xl) [A^-XI)) 

= x(I + iB-Xl)(A*-XI)) = x(I + BA^) . 
Proposition 3.7. Soit A, B, Cç.e(H)\ alors 

(3.9) A^B^C^x{I + AB*) + X(i + BC*)-\-Xii + CA'‘) = f) . 
Démonstration. (3.6) peut également s’écrire; 

BA^S^^, 

^ DC* ^ ^ ^DC'‘ 

= (*S:i‘7J*5^5.)* {A*S^,Sa.-SAC*ScI) 

+ (‘S’ii-S^B.)* (BSBSa-Ss.D8D) . 

En faissant les substitutions appropriées, on en déduit; 
BA*Ss^.SaA.-SAB-CA^Sc^. 

= {BSbSc-Sb.CSc) Sc^A*Sca. 
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CA*S^A‘ ~ 

= {ScISac.)* (CScSB-Sa.BSB] S^A-^Sba- 

d’où 

(3.10) B'-C=>BA*'^CA*. 

De même on trouve: 

A*ASa~a^c*b~^a''a^*BS(,,b 

= (SâUSa.a)* (ASaSb-Sa.BSb) sÿs^.^ 

+ (S~a^Sa.a)* {A*Sa.Sc.-SaC*S^.) Sc\BSc.b 
et 

C'^BS(^:bSa-A ~ ^B*C-^*^^A*A 
^(S-b\C8b.o)* (BSbSa-Sb.ASa] Sâ^S^.a 
+ {Sc^Sb-c)* {C*Sc,Sa. - ScA*Sa.) S^US^.a 

d^où 

(3.11) A^£. A^C=^A*A . 

De (3.10) et (3.11) on déduit: I + A*AB*C, I+ CA*AB*i§{H). En outre, si 
ueN {1 + A*AB*C) alors u^D{C) et Cu^N {I+ CA*AB*). Donc C:N{I + 
+ A*AB*C)-^N {I + CA*AB*) et il est facile de voir (jue cette application 
est bijective. Donc dim A’ (/ + C^M5*) = dim iV (/ + ^*^B*(7). De même 
dim N (I + C*BA*A) = dkn A' (I + BA*AC*) d’où x {I + A*AB*C)=x (1 + 
+ CA*AB*). Or — 1 Çge {C*B)=Qg {A*A). Donc en utilisant la proposition 3.6 

X(J + A*AB*C) = x(l + A*A]-x {1+ C*B) = ~x + G*B) 

= -x(l + BC*). 

De même — 1 ege(C'.il*) = eg(.S^*), donc comme plus haut: 

X (I + CA*AB*) = x {I + CA’*)-x {2 + BA*) et finalement: 

-y. (^ + BC*)=x {l + CA*) + x {I+AB*) et la proposition est démontrée. 

Définition 3.1. Soit A, BÇ.(£(H). Nous dirons que A et B sont fortement 
compaet-équivalents (et nous écrirons A'^ B) si A - B et x (1 + AB*) = (). 

Proposition 3.8. =; eM une relation d’équivalence. 

Démonstration. Le réflexivité et la symétrie sont évidentes. La transitivité se 
déduit Immédiatement de (3.9). 

Remarque 3.2. Soit A. 5çe(/f). Alors si A-B est A-compact A^B. (Con¬ 
séquence immédiate de la définition et de la remarque 2.7). 

Remarque 3.3. Soit A, Bç_Q{H)-, alors 

. „ \A*^B* 

A^ B 

\\IX^CXA^XB . 

Remarque 3.4. Soit A, Rç(2{H); alors: 

A^B=>'iXé.Qe(A) = Qe{B), X = X (B~U) 
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(conséquence immédiate de la proposition 3.6). RéejpK)quement 

A^B et = tel que (.4 —//) = ;( (fi —//) 

Theoreine 3.1. (Deuxième théorème de stabilité) 

\iA^§(H), VB^e{H) 

Démonstration. Conséquence immédiate des propositions 2.6 et 3.6. 

§ 4, Applications 

La notion d'équivalence compacte (forte ou faible) permet d’étendre à (2(fi) un 
certain nombre de résultats et de notions associés à t(H). 

Delinition 4.1. A^<2(H) est essentiellement normal si et seulement siA*A-^ 
^AA*. 

Remarque 4.1. 11 est facile de voir que A*A si et seulement si ^*-4^ 

f^AA^, 

Proposition 4.1 (c/. [15]). A est essentiellement normal si et seulement si 
Ba — €5f{fi). 

Proposition4.2 (c/. [13J, [16]). Soit AçG(H)y essentiellement normal. Alors: 

V/€ee(^), ;t(^-A/) = 0o3A^€(2(fi), 
normal tel que A^N. 

La démonstration de ces deux propositions est dans [15] de même que celle du 
corollaire suivant. 

Corollaire 4.1. L’ensemble {A^(S(H) \ 3N^€(H) normal te! que est 

fermé dans S{H), La proposition 4.2 admet la variante suivante: 

Proposition 4.3. Soit A^<2{H), essentiellement normal. Alors 'iX^Qt{A), 
%{A— XI) = constante o 3 AT € S(fi), normal tel que A A’‘. 

Remarque 4.2. La condition de gauche de cette proposition ainsi que celle de la 
proposition 4.2 est toujours vérifiée lorsque gg(A) = 0. C’est également le cas dans 
la proposition 4.3 lorsque ge(A) est connexe. 

Les résultats suivants seront énoncés plus en détail et démontrés dans un travail 
ultérieur à paraître. 

Proposition 4.4. Soit A^Q(H)j essentiellement normal. Alors D(A^)= p}D(j4”) 
dense dans H * - ^ 

et VnÇiV, An^eiH) . 

En considérant le quotient de S(H) par la relation d’équivalence ?» on obtient 
un espace métrique contenant l’algèbre de Caxkjn (cf. [7]) associée à H comme 
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sous-ensemble ouvert et dense. Chac^ue classe d’équivalence est un sous-ensemble 
fermé et connexe de 

Enfin on peut étendre à ©(H) les résultates de[l] et [18] sur £(/i) concernant la 
correction » par perturbations compactes du spectre d’un oi>érateur. 
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